Polygone convexe du plan

Dans tout le problemé désigne un plan affine euclidien.
Le produit scalaire de deux vecteuiset v de ce plan est notéi |¥) et la norme d'un vecteui est notée

-
L'objet de ce probleme est d'étudier les polygocasvexes du plan.

Tous les demi-plang’ considérés dans ce probléme seront supposés farestsa dire incluant leur droite
limite D.

Définitions générales :

On appellecombinaison convex@es points4;, 4,,...,4, tout point pouvant s’écrire comme barycentre des
points A, 4,,...,A, affectés de massesg,a,,...,a, avecoy,a,,...,o, >0 et oy +a,+--- 4+, =1.

Soit A, B deux points du plarP . On appellsegment’extrémitésA et B I’ensemble[A,B] formé des points
M combinaison convexe des poirset B.

Soit (4,,4,....,A,) (avecn € N*) une famille de points du pla@ . On appelleenveloppe convexde la famille
de points(4,,4,....,4,) 'ensembleConv(4,,4,....,A,) formé des pointd/ combinaisons convexes des
points 4, 4,,...,4, .

En particulier[4, B]= Conv(4,B).

Soit C une partie du plarP . On dit que) estconvexessi VA,B € C,[4,B]CC.

Partie |

1. Premiers exemples de parties convexes.

l.a  Montrer que tout disque fermé est convexe.

1.b Montrer que tout demi-plan du pléh est convexe.

1.c  Montrer que tout enveloppe convexe d’'une fanul points est convexe.
2. SoitC et C’ deux convexes du plaR .

2.a  Montrer queNC’ est convexe.

2.b  Montrer, par récurrence surc N*, que toute combinaison convexe depoints deC est encore un
point deC .

3. Soit 4, A,,4, trois points non alignés du plan .
On appelle triangle de sommets, A4,, A, 'ensemble7 = Conv(4,,4,,4,).
On note F, le demi-plan délimité par la droitgl,A,) et contenant le poind, .
On définit de méme, par permutation circulaire,demi-plansF, et F;.

3.a Justifier queZ C FNF,NF;.
3.b  Onintroduit le repére affin® = (Al,AiAz,m) et on note(z,y) les coordonnées des poimse P .
Par quelles inéquations, relatives au repgRreles demi-plands, F, et F, sont-ils définis ?

3.c EtablirENF,NF,C7T etconclure.

On reprend les notations et les hypothéses gadstion 3.
On poseO lisobarycentre des pointd,, 4,,4,.

4.a  Justifier qued & (AA,)U(A,4.)U(AA) .



4.b  En déduire qu'il existe >0 tel que D(O,r)C T
(avec D(0O,r) le disque de centr® et de rayorr).

Partie Il

Dans l'intégralité de cette parti€) désigne un point du plaf fixé.
Pour toute partied de P , on noteA” I'ensemble défini patd™ = {M ePIVAe A,(W |54)§ 1}.

Cette partied™ est appelé dual de la partié€ en O .

1. Soit A et B deux parties du plaf® .

l.a  Montrer qued” est un convexe contena@t.

1.b  Etablir I'implication :AcB=B"C A".

l.c  JustifierA c A™ ou A™ se comprend comme étant le dual@rdu dual enO de A .

2.a  DéterminerP” puis {0} .
2.b Soitr>0.
Etablir : (D(O,r)) = D(0,Yr).
3. Soit H un point du plarP différent deO .
3a On noteD:{MeP/(oTw’mT{):l}.
Montrer queD est une droite perpendiculaird@H) en un pointK a préciser.

3.b  Etablir que{H} estle demi-plan délimité paP et contenant le poin® .
Indice : on pourra introduire un repére orthonoedapté au probléme étudié.

4, On étudie maintenant le probléme inverse :
Soit F' un demi-plan contenant le poitt et délimité par une droit® ne passant pas pér.

Justifier I'existence d’un poinf/ du planP tel que F ={H} .

Partie Il

On appelle polyédre convexe toute partie borné®dpouvant s’écrire comme intersection d'un nombnede
demi-plans.
Soit n € N" et (F),.,., une famille finie de demi-plans. Pour taut {1,2,... n}, on noteD, la droite

délimitant le demi-plan¥, et on considere le polyedie= ﬂ E .

1<i<n
On suppose qué est borné, on dit alors qu& est un polygone.
Pour toutl<i<n, l'intersectionCND,, lorsqu’elle est non vide, est un segment du plan.

On I'appelle aréte du polygon@ et ses extrémités sont appelés sommets de
Tout point deC ne figurant pas sur une aréte @eest dit intérieur & .
On suppose que de tels points existent, on dis@oe est non aplati.

1. Soit O un point du polygon& et § une demi-droite d’origine .
Oonnotel ={ic{L,2,..n}ls¢ F} etJ={ic{l,2,..n} 5CF}.

l.a  Justifier qud =& .
1.b  Pouriel,onnoteA le pointintersection dé et D, de sorte quéNF, =[0,4)].
On posed =minOA, et on notej, € {1,2,.. ,n} unindice tel quel =04, .
1€

En distinguant selon quec I ouieJ, établir:Vie {1,2,..n} A €F,.

l.c  Conclure quénNC :[O,AO] .
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Montrer que l'intersection d’'une droi®® et du polygoneC est soit vide, soit égale & un segment dont
les deux extrémités appartiennent aux aréte§ de

Notons P, P,,...,P, les sommets d€ et formonsC’ = Conv(P,,P,,...,P,)
On désire établir qué€ =C’.

JustifierC' c C .

Justifier que les arétes desont incluses dan€’ .

Montrer que tout point intérieur@ est aussi dan€’ et conclure.

Soit O un point intérieur & .

On reprend la notion de dual introduite dans ldigdi.
On veut montrer qué€ =C*.

Soit M ¢C

Montrer qu'il existe un demi-plafi, aveci € {1,2,.. n}, tel que M & F, .

En vertu de I'étude du I1.4, on peut introduirepoint H tel queF, ={H} .
Montrer queH € C".

En déduire qué/ ¢ C™.

Conclure.

Soit 4, 4,,...,A, des points non alignés ét=Conv(4,, 4,....,4,).

Justifier I'existence d’un poi@®@ du plan pour lequel il existe> 0 tel que D(O,r)CC.
On reprend la notion de dual introduite dans ldi@dir définie a partir du point précédent.

Montrer queC’ = (1) {4} .

1<i<n

Etablir queC™ est un polygone convexe.
Conclure qu& est lui-méme un polygone convexe.



