Courbes de Bézier

Le probléme est consacré a I'étude des courbes «iteurbes de Bézier », du nom de I'ingénieurgiaan
Bézier, I'un des créateurs, dans les années 1@6€etcoutil trés répandu aujourd’hui dans l'indigstutomobile
et plus généralement dans le vaste de domaineldappns que constitue la conception assistéeopdisateurs
(CAO).

Notations utilisées dans le probléme

N désigne I'ensemble des entier natur@®s)e corps des réels. Les notations usuelles enutiEtaqour les
ensembles construits a partir de ceux-la. Par eleeripp désigne I'ensemble des entiers naturels non iRils,

I'ensemble des réels positifs ou nuls, etc.

Dans tout le probléme, le plan vectorief est muni de la base canoniq(fef):

{Z’ =(1,0)
7=(0,1)
Chaque vecteuti € R* s'identifie ainsi au couple de ses coordonnées tiahase canonique.
Un point de vue différent mais cohérent avec cepgééde permet que les élémentsRdesoient parfois
appelépoints 'ensembleR? étant alors muni de sa structure de plan affimegéré par le repére canonique
(O;f,f) , 0U O = (0,0). Tout point du plan s'identifie alors au couplesde coordonnées dans ce repéere. On
pourra ainsi écrire simplement :

M = (z,y)
pour exprimer que les coordonnées du pdihtdans le repere canonique sdnfy) .

Etant donnés deux point et N, on poseraV — M = MN . Cette écriture est cohérente avec les conventions
précédentes, comme le montre la relation existané ées coordonnées du vecteMiV et celles des point8/
etN.
De fagon équivalente, on pourra écrire :
N =M+ MN

Plus généralement, si désigne un entier naturel non ng\,,...,A, ) une famille den scalaires e(#,....P,)
une famille den points, I'expression

MNP AP+ .+ AP,
désignera le point (ou, selon le contexte, le wetdont les coordonnées sont données conformémnesite
expression.

P désigne le

noon

En particulier, si len -uplet (A,...,\, ) vérifie Z/\k =1, I'expression\ P, + A\,P,+...+ A

k=1
barycentre des point&,,...,P, ) affectés respectivement des po{ds...,\,).

Le candidat remarquera qu'avec ces conventioneojariété dassociativité du barycenti®exprime d’'une
facon trés simple et naturelle.

Pour tout entiem , on noteE, 'ensemble des: -uplets de points du plan.
Autrement dit, £, = (R?)".

On ne fera pas de différence enfig et le planR?.

PourneN et (F,...P,)eE
récurrence sun €N
1) Pour P € E, on poseB,(P) I'arc paramétré constant (de trajectoire réduite goint) :

B,(P): [O,]} —R
t— P

., on définit un arc paramétrB, (F,,...,P,):[0,1— R? en procédant par



2) Pour toutn >1 et tout(F,, P,,...,P, )€ E, ,, on définit arc paramétr&, (F,,...,P,):[0,1— R? par la
relation :
Vte[o':q 'Bn (F)O ’Rl"" ’Ry )@ ): (]'_t Bﬂ—l PO Pl"' f’n—l)( )‘l_tBn—IPl"" Rl )(

L'arc paramétré :
B .(F,.....,P,): [0,1—R?
t'—>Bn(PO""’Pn)(t)

est appelé leourbe de Bézier associée a(ix+1) poles,P,,....P, .

Afin d’alléger la notation, pour toute famille € E ., la courbe de Bézier associée duxt-1) pbles F' serale

n+l1

plus souvent notéd#, , parfois mémes,, .

De facon générale, et sauf mention explicite duraime dans I'’énoncé, on ne fera pas appel auxdoomeées
des points.

Partie |
1. Casn=1.
Soit F =(F,,P)€EE,.
l.a  Exprimer, en fonction du paramétrest des pointd, et £, le point courant de la courbe de Bézier
associée a la famillé”, c’'est a direB, , (t) .
1.b  Quelle est la trajectoire de I'arc paraméfe ?

2. Casn=2.
Soit F =(P,,P,P,)€ E,.

2.a  DéterminerB,(0) et B,(1).
2b  Soit, pouri€ {0,1}, Q, le milieu deP, et P

i+l "

Montrer queB,, [% est le milieu de@), et Q,.

2.c  Exprimer en fonction de, le point courantB,(f) comme barycentre des trois polBs P, et P, avec
des coefficients dont la somme fait 1.

2.d  Onsupposéy =(—11), P, =(0,0) et P, =(1,1).
Exprimer les coordonnégs:(t),y(t)) du point B, (t) .
Montrer que la trajectoire de l'arB,, est incluse dans une parabole dont on précisayadtion.

Tracer la trajectoire dé&, (on prendra(O;fj) orthonormé avec unité de longueur4em).

Partie Il

On rappelle qu'une partie non vidé du plan est convexe ss{M,N)ec K>,V € [0]} (=AM +ANEK .

1. Montrer qu’une partie non vide du plan est carvesi
Ve N V(M. M,)EK" Y Oyp A DE R, Y D N =123 AM, €K .
k=1 k=1

Soit £ une partie non vide du plan, et stit I'ensemble des parties convexes du plan conteRant

2.a  Montrer que l'intersection de tous les conveaggsartenant & , c’est a direﬂ K , est un convexe
KeWw
contenant® .
Dans la suite, pour tout partie non vidledu plan, on not€’(E) I'enveloppe convexe d& , c'est a dire
l'intersection de toutes les parties convexes dn pbntenantt .

2.b  SoitFE une partie non vide du plan. Montrer I'équivalence



2.c

2d

1b

1.c

2.a

2.b

E convexes E=C(F).
SoientG et H deux parties non vides du plan. Prouver I'implimat

(GCH)=(C(G)CC(H)).
Soit F une partie non vide du plan. Montrer que :

C(E)= {M ER?IneN IM,,....M,)EE" Q... \,)E R, ) Y N\ =1let M= ZAA,MA,}
k=1 k=1

Dans la suite, pour tout entier nature] et toute famille de point§’ € £, on notera encor€'(F)
I'enveloppe convexe des points formant la famifle

Démontrer, par récurrence sur, que pour tout entier naturel et toute familleF € E
de B, , estincluse dan¢’(F') .

.1, la trajectoire

Partie Il

Fonctions de Mélange

Démontrer, par récurrence sur que pour tout entier naturel, il existe n +1 fonctions polyndmes
b, :[0,1]— R, de degre inférieur ou égala, telles que, pour toute famille = (F,,....P, )c £ ,,, on
ait

B, 1)=> b ()P .

On ne chercha pas dans cette question I1l.1.apgiever explicitement les fonctiorts, (appelées

fonctions de mélange).
Au cours de la démonstration demandée, le candidttta en évidence la relation entre, , b, , et

b, ., Vérifiée lorsquel <k <n, ainsi que la relation entrte_, et b, ;, et celle qui a lieu entrg,
b

+1n+1 et

Dresser un tableau ou vous exprimerez souseffantorisée les polyndbmes, , (t) pour0<n <3 et
0<k<n.

Déterminer, pour tout € {On} une formule simple exprimanj ,(t) en fonction det, den etde
k.

Pour toutk € {0,...,n}, on pose
1
In,k = j; bn,k(t)dt .
Déterminery "1, , .
k=0

Déterminer, en fonction de et &, la valeur del,, (on pourra faire une intégration par parties).

Partie IV

SoitneN" et F=(F,...,P)€E, ;.
On se propose ici, d'étudier quelques propriété@srgdriques de l'ard3, ;..
Pour cela on exploitera judicieusement la relation

n

Bn,,F ()= ibn’k (t)Pk = Z[Z] a- t)n—ktkPk

k=0

qui a été établie dans la partie IlI.

l.a

1b

Déterminer, . (0) et B, .(1).

Exprimer le vecteuC%BM (t).



1.c

3.a
3.b

4.a
4.b

On suppose ici les polés deux a deux distincts.

Déterminer la droite tangente a la trajectoireitje. au point de paramétre=0.
Méme question en=1.

Soity une transformation affine du plan.

Démontrer que pour tout entier naturelet toute familleF € £, ona:

Vt€[0,, ¢(B, . (t) =B, (),
ou p(F) désigne la famille obtenue en appliqguant chacun des points de la familte.

On noteF la famille obtenue a partie dé en inversant I'ordre des poleg”= (PP

n

Quelle relation a-t-on entie . et B, , ?
Comparer les trajectoires respectivedile et des, ..

SoitQ2 un point du planR? et s la symétrie de centr®.

On suppose qué, = s(F,), P, ,=5s(P),....Py=s(P,).

Quelle propriété géometrique possede la t@jeade B, , ?

Le pointQ2 appartient-il alors a cette trajectoire ?

Pour finir on prench =3,P, = (—1,0),,= (0,2)P,= (0~ 2et ,=(1,0).
Tracer la courbe de Bézier associée a la familleaiets (7,, P, P,,P,).

Le tracé s’appuiera en particulier sur les tangeati& courbe aux points de paramet(-:e[o,z J} et sera

réalisé relativement a un repere orthonormé ottéute longueur sera d&cm.

- P)EE .



