Déterminant de Gram

Soit £ un R -espace vectoriel muni d'un produit scalaire np{é)

1.

2b

2.c

2d

Partie |

Soitu et v deux vecteurs quelconques fle

On notreGram(u,v) = [EZ ||113 EZ llz)J et G(u,v) = detGram @ p)).

Montrer queG(u,v) > 0. A quelle condition y a-t-il égalité ?
Soitu,v et w trois vecteurs quelconques de.

(wlv) (ulv) (@ lw)
On noteGram(u,v,w)=| w|u) (@|v) @ |lw)

(wlu) (wlv) @ lw)
On suppose que est orthogonal & et v .
Exprimer G (u,v,w) en fonction deG(u,v) .

et G(u,v,w)=detGram @ p w)).

On suppose que est combinaison linéaire de et v .
Calculer G(u,v,w).

On suppose que =t +n avect combinaison linéaire de et v, etn orthogonal au et v .
Montrer queG (u,v,w)= G (uw)|n| .

Etablir 'équivalence (u,v,w) estlibre< G(u,v,w)= 0.

Partiell

Soit u,,...,u, n vecteurs deF .
On note :Gram(u,,...,u,) la matrice carrée d’ordre dont le coefficient d'indicei, j) est(y, |u;) et

G(u,...,u,) le déterminant de celle-ci.

1.
2.

2.a
2.b

3.a

3.b

On suppose la familléu,,...,u,) liée. Montrer queG (u,,...,u, )= 0.

On suppose la famill@y,,...,u,) libre. On introduit(e,,...,e,) une base orthonormée de I'espace
vectoriel engendré par,,...,u, €ton noted=(q,;) la matrice de passage de la bése...e,) ala
base(u,,...,u,).

Exprimer(u, |u;) a l'aide des coefficients de la matrice.

Montrer queGram(u,,...,u,)= "AA. En déduire qu&(u,,...,u,)> 0.

Soit I un sous-espace vectoriel dede dimensiorp et (e,,...,e,) une base dé’.

On appelle distance de vecteur deE au sous-espace vectori&l le réel :d(z, ) = inf |z
yer
En écrivant =z, +n avecz, € F etne F*, démontrer quel(z,F) = .

Gl e,
Etablir :d(z, F) = | O ar=r%e?)
G(ey---se,)

Partielll

Pour tout polyndme” et Q de R[X] on posap(P,Q)zj:P(t)Q(t)dt.

Montrer quey définit un produit scalaire suR [ X]| .



Désormais, on muniR[X] de ce produit scalaire et on nqtB | Q) au lieu dep(P,Q) le produit

scalaire de deux élément et Q de R[X].

1
2.a  On désire calculet = inf f (t* —(at +1b))*dt .
a,beRJ 0O

Interpréterd a l'aide de la distance d’un vecteur a un sousiespectoriel de&& a préciser.

111
11 |1 2 3
2.b  Calculer les détermina t%, 2 etl 1 —1.
I1 2 3 4
2 3 (111
3 4 5
2.c Donner la valeur dé .
Partie IV

Soit p un entier naturel non nul @f,...,a,.,b,,... b, des réels tels que pour toist {1,...,p}, a, >0, b, >0 et
pour touti = je{l,...,p}, b =b,.
Le but de cette partie est de calculer le détenntida la matrice :

1 1 1
a+b  a;+b, a’l+bp
1 1 1 1
=|a,+b a,+b, a,+b, GMP(IR{).
o, +b; 1<i j<p : : : I
1 1 1
a,+b a,+b, a,+b,

Ce determinant sera no (a,,...,a,,b,... b, ).

(X 70‘1)(X B a’p—l)
(X+b)(X+b,)
Réaliser la décomposition en éléments simple$'de

1. SoitF(X)=

2. On noteD le déterminant d’ordre :
()
a,+b; a,+ bp—l
1 1 F(a,)
D=la,+b ay+0, o '
1 1 F(a,)
a,+b a,+b,,
En calculantD de deux fagons, établir :
p—1
H(a’i +bp)
F(a,)C, (ay,...,a, by, ,bpfl):’;ll—Cp @y, bys D).
(bp _bl)
i=1
H (a;—a,) H (b;—0,)
3. En déduire C (a,,...,a,,b,,... b )=5==2 Lisitp
p(al (Ip A p) H (aler])

1<i j<p



i1 1 1
1 2 3 P
i1 1 1
2 3 4 p+1
CalculerA, =11 1 1 1 |eM,(R).
3 4 5 p+ 2
i1 1 1
p p+l p+2 2p—1

On pourra se contenter d’une expression compoutanu pIusieursH(...) .

P . 1 1 2
En déduire la valeur de =  inf f (t" —(a, t" +~~+alt+a0) de.
0

(ag,.a, 1)eR"

On exprimera le résultat a I'aire de nombres fagkor
Quelle est la limite déu, ) ?



