Convolution arithmétique

On note 7 I'ensemble des fonctions d&" vers R . On munitZ d'une loi additive définie par :
Yu,ve F¥NneN  (u+v)n)=un)+v{n).
Pour toutn € N*, on note :
* D, l'ensemble desl € N tels qued |n .
« C, l'ensemble degd,,d,) € (N*) tels qued,d, =n .
On définit une seconde lei sur F par :
Yu,v € FVneN', (uxv)n)= Zu(d)v(n/d).
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Par abus, on pourra aussi noter :
(uxv)(n)= Zu(d)v(n/d) .
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Partie | : Etude de structure

1. Justifier que pour tout,v € F on a:
Vn e N, (uxv)(n)= Z u(d)v(d,) .

(dhd)C,

Quelle propriété de la lot découle de maniére immédiate de cette relation.

2. Montrer que la loix est associative.
3. Montrer que la loik admet un élément neutee que I'on précisera.
4. La structure(F,+,*) est-elle un anneau ?

Partie Il : Fonctions multiplicatives

Une fonctionu de F est dite multiplicative si et seulement si :
Vm,neN" mAn=1=umn)=ulmlu®).
Par exemple les fonctiorts et ¢» de N* vers R définies par #(n) =1 et ¢(n) =n sont clairement
multiplicatives.
1. Pour toutn € N*, on notew(n) le nombre de nombres premiers distincts intervedans la
décomposition primaire de . Montrer que I'applicatiom — (—1) est multiplicative.

N
2. Soitu € F une fonction multiplicative et € N* connu par sa décomposition primaite= Hp;” (avec
i=1

Py,-.-,py Nombres premiers deux a deux distincts).
Exprimer u(n) en fonction des:(p;") .

3. Soitm,n e N* telsquemAn=1etw:D, xD, — D  [lapplication définie parr(d,,d,) =dd,.

3.a  Montrer que I'applicatiomr est bijective.
3.b  En déduire que si,v € F sont multiplicatives alors x v I'est aussi.

4. Onposed=0x%60 eto=9 %0 .
4.a  Que représentent les quantités) et o(n) ?

N
4.b  Soitn € N* connu par sa décomposition primaire= Hp;" (avecyp,,...,py nombres premiers deux a
i=1

deux distincts). Exprimeé(n) et o(n)



Partie Il : Formule d'inversion de Mobius

On définit une fonctior, de F en posant pour tout € N* :

w(n)=0 sin est divisible par le carré d’'un nombre premier et

w(n)=(=1)" sin s’écrit comme le produit d& nombres premiers deux a deux distincts.
1. Montrer que cette fonction est multiplicative.

2. Soit p un nombre premier.
Calculer (% 0)(p) et (u*0)(p") poura eN".
En déduire que: est l'inverse d& pour la loi .

3. Soitu,v € F . Etablir 'équivalence :
VneN",v(n)= Zu(d) & VneN,uln)= Zu(n/d)v(d) .
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4. En déduire que pour toute F et toutn € N la relation :

u() =3 ld/cJu(c)
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Partie IV : Fonction indicatrice d’Euler

Pour toutz € Z etn € N*, on note(z), la classe de: dansZ/nZ .
1. Dans toute la suite du probléme, on pose paurte N*,
go(n)zCard{ke[[ln]] kAn= }

l.a  Rappeler quels sont les éléments inversiblé¢anieeauZ/nZ .
Combieny en a-t-il ?

1.b  Soitp un nombre premier. Calculer(p) et p(p”) pour a e N".

2. Soitm,n € N tels quem An =1.

2.a  Quels sont les éléments inversibles de 'anti@AmZ)x (Z/nZ) .
Combieny en a-t-il ?

2.b  Etablir que applicatiory : Z/mnZ — (Z/mZ)x(Z/nZ) définie parf((z),,,)=((z),,.(z),) estun
isomorphisme d’anneaux.

2.c  En déduire quep(mn) = p(m)p(n).

3. Soitn € N et d diviseurs positifs des .

3.a  Calculer le cardinal de I'ensemtlec [1,n]/pgcdg n )=d} .

3.b  En déduire la relation

Z«p(d) =n.
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Partie V : Calcul de quelques déterminants nondrix

Soit n € N* . On souhaite calculer le déterminant de la matriee (a, ;) € M, (R) définie para, ; = pgcdg ,j ).

1. On poseL = (¢,,) € M, (R) la matrice définie par, , = {(1) :iindoﬁ

et U =(u,,) € M,(R) celle définie pan, , = {W(d) sid|j

.j 0 sinon

l.a CalculerdetL et detU .
1.b  EtablirqueA= LU et donner une expression detA.



On souhaite maintenant calculer le déterminanadedtrice B = (u(q, ;)) € M, (R) ot u désigne un élément
de F eta,, le pgcd de; et j comme ci-dessus.

(S ufeyu) sidl

2. On poseV = (v, ;) € M, (R) la matrice définie pan, ; =%
Y

d,j .
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2.a CalculerLV .

2.b  En déduire une expression dietB .

3. On noteC = (¢, ;) € M, (R) la matrice définie pae, ; = ppcmg j)
Donner une expression d®etC' .



