Homographies conservant U

Notations

On noteR I'ensemble des nombres réels@&tl’'ensemble des nombres complexes.
On introduit les sous-ensembles @esuivants :
U={zeCll=1={e" 10 R}, P={2€C/Im(z) >0} et D={zcCl|s|<1}.

Définition

Soit a,b,c,d € C tels quead —bc=0.

On appelle homographie définie par la relatidn) = MIZ
cz

I'application i & valeurs dan€ qui a tout

z€C tels quecz+d =0 associe paim .
cz+d

Partie | - Exemple

Soit & I’homographie définie pakh(z) :iiJrZ

l.a Montrer quevz €U telquez=1, h(z)eR.
1.b  Observer qu&z e D,h(z)€P.
2.a  Déterminer les complexestels queh(z) =z .
2.b  Pour quel(sy € C I'équationh(z) = Z d'inconnuez =1 posséde-t-elle une solution ?
Soit ¢ I’homographie définie pay(z) :ﬂ
Z+1
3.a Montrer quevz e R,g(2)eU .

3.b  Observer qu&ze P,g(z)eD.
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i

1. Soitd € R et h 'homographie définie pak(z) _&
z
Montrer quevVz € U,h(2) €U .

2. Soita e C telquea ¢ U, § € R et h 'homographie définie pak(z) = e”%.
oz
2.a  Montrer que: est bien une homographie et gueest définie suU .
2.b  Montrer quevz eU,h(z) €U .
3. Inversement, nous allons démontrer que sewdsdmographieg précédentes sont telles que
VzeU,h(z) €U . Avant cela, nous avons néanmoins besoin de deuktats techniques :
3.a Etablir queva, 3 €Cla+ 3] =|af* +|6|*+ 2Re@s ).
. =0
3b  Soita,beC. Etablir: (Vo€ R,a+2Repe” = 9= {Z_ .

az+b

4. Soita,b,c,d € C tels quead —bc =0 et h définie parh(z) = y une homographie définie suf

cz+
telle quevz e U,h(2) €U .



4.a

4.b

4.c
4.d
4.e
4.f

Etablirvé € R |af* +[b° + 2Re@b €” )=|c|* +|d|*+ 2Re(d € .
laf” + 101" =e|” +a*
ab=cd '

Sia =0 : montrer que 'homographig est du type présenté en I1.1.

En déduire {

Sia=0 : établir que(al* —|c*)(a|*~|d|*) =0.
Observer que le cag=|c| est impossible de part la conditiad —bc =0.

Observer que le cdg| =|d| conduit & une homographie du type présenté en I1.2.



