Equation fonctionnelle

L’objectif de ce probleme est la détermination dpplicationsf: R™ — R vérifiant les deux propriétés
suivantes :

(1) Vz,yeR",f(z+y)>f(z)+ f(y) (ondit quef est sur-additive),
(2) Vz,yeR",f(zy)= f(x)f(y) (ondit quef est multiplicative).

Partie | : Un exemple

Soit « un réel supérieur ou égal a 1.
1. Montrer que pour tout réel> 0, (1+2z)* >1+az.
2. En déduire que pour touty > 0, (z+1y)* >z" +y“ .

3. On considére la fonctiofi: R™ — R définie parf(z) =z" .
Justifier quef est solution du probléme posé.

Partie Il : Quelques propriétés

1. Quelles sont les fonctions constantes solutifongrobleme étudié ?

Désormaisf désigne une fonction non constante solution dblproe étudié.

2. Montrer quef(0)=0, f(1)=1.

3.a Etablir:vzeR",VneN,f(z")=f(z)".

3b  Etablir aussi Yz €R",z = 0= f(z)= 0 etf[l]zi.
z)  f(x)

3.c  Etablir enfin .Yz eR",z> 0= f(z)> 0.

4. Montrer quef est croissante.

Partie 11l : Détermination des solutions

A nouveaujf désigne une fonction non constante solution dblproe étudié.
1. Etablir queln f(2) est bien défini et quén f(2) > In2.
2. Justifier :vYz >0,3lg€ Z tel que2’ <z < 2™,
3. Soit un réelr > 0 et p un entier naturel.
On convient de noteg, I'unique entier tel que"” <z’ < 2t

3.a  Déterminer la limite du rappoq;/p quandp tend vers+oo.

3.b  En observant I'encadremeft2)” < f(z)’ < f(2)"™,
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3.c  Endéduire que——==
Inz In2

justifier :

4. On poseazm21.
In2

Justifier que pour tout réal >0, f(z)=1z".



