Algebre de Boole

Dans l'intégralité de ce problemé, désigne un ensemble.

On appelle algébre de Boole sur 'ensembBletoute partied de p(F) telle que :
(1) wocA,
(2) VAeA,Ae A (ou A désigne le complémentaire de dansE) et
(3) VA BeAAUBEeA.

1. Propriétés élémentaires :
Dans cette questiodl désigne une algébre de Boole dur

l.a Montrer quet € A .

1b Etablir:-vABc A ANBe A etA\Be A.

2. Quelques exemples :

2.a  Donner un exemple simple d’algébre de Boolefsur
2b  Soit(E,E,....,E ) une partition de& .

On considéred = {UE JIc{L2,.. n}} .

iel
Montrer que.A est une algebre de Boole.

2c IciE=R.
On considéred I'ensemble formé par les réunions d’un nombredimtervalles deR .
Montrer que.A est une algebre de Boole sRr.
On rappelle au passage que I'ensemble vide esidéwasttre un intervalle dR .

3. Endomorphisme d’algebre de Boole
Soit A une algebre de Boole si.
On appelle endomorphisme dé toute applicationf A — A telle que :

(1) YA€ A, f(A) = f(A) et
(2) VA,BE A, f(AUB) = f(A)Uf(B).
3.a Justifier quef(E)=F et f(©)=9.
3.b  Montrer quevVA,Be A,f(ANB)= f(A)Nf(B) et f(A\B)= f(A)\f(B).
3.c  EtabliraussWA,Bc A, ACB= f(A)C f(B).
3.d Onnotek={AecA/f(A)=02} appelé noyau d¢ .
Montrer quef est injective si et seulement&i={} .

4, Description des algébres de Boole finies.
Soit A une algebre de Boole sii.

4.a  On définit une relation binaire noté&e sur £ par: 2Ry VAc Azec A yeA.
Montrer queR est une relation d’équivalence shr.
Pour z € E', nous noterong’l(z) la classe d’équivalence de modulo la relatiorR , celle-ci est

appelée atome de I'algébre de Booleengendré par I'élément.
4b  Soitze E.OnnoteA ={X e A/zc X} . Etablir queCli(z)= (] X .

XeA,
4.c  Onsuppose qud est constitué d’'un nombre fini d'éléments.
4.c.i Montrer queA contient chacun de ses atomes.

4.c.ii Montrer que chaque élément die peut s'écrire comme une réunion finie d’atomes.
Par suite4 se percoit comme étant du type vu en 2.b.



